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Wie groB sind unsere Datenmengen?

- Im Wald: 45 Mikrofone, die jeweils ~10 Stunden
aufnehmen

- Sampling Rate: 48000 Hz
- Bits pro Sample: 16
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Wie groB sind unsere Datenmengen?

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Motivation

- Im Wald: 45 Mikrofone, die jeweils ~10 Stunden
aufnehmen

- Sampling Rate: 48000 Hz

- Bits pro Sample: 16

- Bits pro Tag: 45 - 10 - 3600 - 48000 - 16 ~ 10*2
- Pro Tag: 155.52 GB

- Ungefahr jede Woche ein Terabyte!
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Modulationsraume

Definition

Short-time Fourier transform (STFT) von f zur
Fensterfunktion g:

Vef(x,w) = / f(t)g(t — x)e >™™dt, x,w € R.
R
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Kompression mit
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Modulationsraume

Def' n |t|0 n Kompressionsraten
fir Gabor-Frames
Short-time Fourier transform (STFT) von f zur S M

Fensterfunktion g:

Kompression mit

ng(X;w) =S / f(t)g(t — X)e_zﬂ-itwd t, X, W - R. Gabor-Frames
R

Definition
Fir 0 # g € S(R). Modulationsraum:

MP(R) = {f R = C | V,f € L"(R?)}.

Norm:

. 1/p £ EEMS
L = ([, [ Ve )P ded) S

P
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Kompression ¢

Vora ussetzu ngen : K?mpressionsraten
fir Gabor-Frames
- pE (0) 2)
- A Gitter, sodass Gabor-Atome Frame bilden
- g € MP(R), g duales Fenster Kompression mit
- f e MP(R)
Satz

Fiir ;> 0, setze I, ={A e N | [(f,&\)| > p} und

fu = Z <fa é’)\>g)\-

A€l

Dann gilt (mit N = #1,,):
If = fullze < G IF IRy N2/ tid
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B-Splines
- e . Kompressionsraten
Def'n't'on (B—Sphnes) fiir Gabor-Frames
Sven Heuer
N1 = X0,1);
Nk = Nk—l * Nl, k Z 2.

Splines in Modula-
tionsrdumen

Satz
Sei g der B-Spline der Ordnung k. Dann gilt

g € MP(R)

fiir alle p > 1/k.

Bemerkung: Die Aussage gilt auch fiir gewichtete
<(E (é(“é((éfé\z‘g

Modulationsraume, bei denen das Gewicht nicht von der EEL
Frequenz abhangt.
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Beweis (1) )i

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Lemma (Galperin/Samarah, 2004)

Die Modulationsnorm mit dem Fenster g ist dquivalent zu
der mit einem Fenster aus S(R), falls

* Splines in Modula-
g (& MP tionsrdumen
Wr,s

r,s>1/p
1<p*<oo

mit
wrs(x,w) = (L4 [x[)"(1 + |w])®.
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Beweis (1) )i

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Lemma (Galperin/Samarah, 2004)

Die Modulationsnorm mit dem Fenster g ist dquivalent zu
der mit einem Fenster aus S(R), falls

* Splines in Modula-
g (& MP tionsrdumen
Wr,s

r,s>1/p
1<p*<oo

mit
wrs(x,w) = (L4 [x[)"(1 + |w])®.

Wir missen also zeigen:

p*
Vg g € E Wr s :
((‘ 5{‘%‘(‘%%

<
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Beweis (2) )t

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Lemma (Grochenig, 2001)

Vo f(x,w) = e 2™V, f(w, —x).

Splines in Modula-
tionsraumen
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Beweis (2)

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Lemma (Grochenig, 2001)

Vo f(x,w) = e 2™V, f(w, —x).

Splines in Modula-

AISO: tionsrdumen
| Vgg(X7 UJ)| = |V§§(w7 _X)|
— | [ ety
R

/ o it/2+i(t-w)/2 fw(t)e27rixtdt‘ 7
R

mit

~ /sin(t/2) - sin((t — w)/2)\ ¢ :
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Beweis (3)

Stand: Kompressionsraten

fiir Gabor-Frames

Vg (x,w)| = ‘/ fw(t)ezwixtdt‘
R

Definition
_ (sin(t/2) -sin((t —w)/2)\ "
(0 = ( s )
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Beweis (3)

Stand:
|Vgg(x,w)] — ‘/R ﬁu(t)eZTrixtdt‘
Definition
_(sin(t/2) - sin((t — w)/2) k
flt) = < 2 (t—w))2 )
Also:

”VggH s —//]Vgg(x,w)|p* W,,s(x,w)p*dxdw
S AAS
NS

w,,s(x, w)P" dxdw

(1+ [x)™ (1 + |w])*" dxduw

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Splines in Modula-

tionsrdumen
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Beweis (4)
Kompressionsraten

Stand: fiir Gabor-Frames

* * A p* ro*
IVegll”, =/(1+|wl)5" (/ \fw(x) (1+|x)™ dx) dw
Wr,s R R

Lemma plines
tionsraumen

Splines in Modula-

£,(t) = (sinc(t/2) - sinc((t — w)/2))*,

(Tuf) = M_,F,

t — sinc(t) ist frequenzbeschrankt (Paley-Wiener).
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Beweis (4)
Kompressionsraten

Stand: fiir Gabor-Frames

* * A p* ro*
IVegll”, =/(1+|wl)5" (/ \fw(x) (1+|x)™ dx) dw
Wr,s R R

Lemma plines
tionsraumen

Splines in Modula-

£,(t) = (sinc(t/2) - sinc((t — w)/2))*
(Tof) = M_, 7,
t — sinc(t) ist frequenzbeschrankt (Paley-Wiener).

Damit:

*
P
w ¢ EE &
l:p* ¢ <C(&‘L<({C(§
T

(((< . ((‘(((c

e St
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Beweis (5)

Stand:

p*

2

Vgl < [ 1+ 1wl)

Wr,s

Lr*

Lemma (HauBdorff-Young-Ungleichung)

Fﬁr2§p*<ooundpl*+%l:1gi/t

||

e <l

Also:
Vgl < [ (1) 16150 do

dw.
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Beweis (6)

Definition

Nw:{te]R, t—;‘g

Damit: [t| > % fur t € N,,. Also:

@l

4

.

Universitat
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Beweis (6)

Def' n |t|0 n Kompressionsraten
fir Gabor-Frames
w w
n=feem [ 2]l
Damit: |t| > M fur t € N,. Also: Splines in Modula-
tionsraumen
sin(t — w/2)
£l % < 2 / dt
I£01% < e
t|k 1 |k
i ) sin dt
Ne |t t—w/2
t—
< 2.4k yw\—kq/ sin(t —w/2) |7 o,
Ll t—w/2
: k
kq | |—kq sint
2.4k |y /5 i o
—k S
Slwl ™ A



Beweis (7)

Stand:

IVeellZy: S [ (1+ 1) 612 de,
61 S ol

Also:

L))"
dw
VeslZy < ( T

/| (14 )™ 6] do

/ 1+ |w)57P dw + C.

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Splines in Modula-
tionsraumen
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Beweis (8)

Insgesamt:
* —k)p*
Vgl S [[(L+ 1) do.

Also || Vgg||2:,* < o0, falls

Wr,s

(s—k)p* < —1.

Kompressionsraten
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Splines in Modula-
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3 Universitit
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Beweis (8)
Kompressionsraten

Insgesamt: fiir Gabor-Frames
Vegl% S [ (14 )97 do
Vel < [+l

p*
AISO || Vgg”Ep* < 00, fa”s Splines in Modula-

Wr.s g =
? tionsraumen

(s—k)p* < —1.
Eine Bedingung war s > 1/p, also
1/p*<k—-s<k—1/p.
p* beliebig groB, also insgesamt

k>1/p.
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Simulationen - synthetisches Signal (1)

SatZ Kompressionsraten

fiir Gabor-Frames

log(|f — fullZ,) < 10g( G [Ifl34(ry) + log(N) - (1 —2/p).

Zunachst: Synthetisches Signal, einfache GauB-Kurve.

Simulationen
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Simulationen - synthetisches Signal (1)

Satz

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

log(|f — fullZ,) < 10g( G [Ifl34(ry) + log(N) - (1 —2/p).

Zunachst: Synthetisches Signal, einfache GauB-Kurve.

Simulationen

Errors for synthetic signal

-10
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T —30{ — Gaussian
g ~—— spline order 1
2 _yo | — splineorder2
2 —— spline order 3
g —— spline order 4
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Simulationen - synthetisches Signal (2)

Error (log scaled)

Errors for synthetic signal
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—60 4

—— Gaussian
——— Spline order 1
—— Spline order 2
—— Spline order 3
—— Spline order 4
—— Spline order 5
—— Spline order 6
—— Spline order 7
——— Spline order 8
—— Spline order 9
—— Spline order 10
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Mumber of coefficients (log scaled)
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Simulationen - synthetisches Signal (3)

Bestimmen von p per linearer Regression: Kompressionsraten
Fenster p (Simulation) | p (Erwartung)

Spline Ordnung 1 0.9318 1
Spline Ordnung 2 0.4538 0.5
Spline Ordnung 3 0.4170 0.3333
Spline Ordnung 4 0.3068 0.25 et
Spline Ordnung 5 0.2540 0.2
Spline Ordnung 6 0.2066 0.1667
Spline Ordnung 7 0.1715 0.1429
Spline Ordnung 8 0.1366 0.125
Spline Ordnung 9 0.1340 0.1111
Spline Ordnung 10 0.1147 0.1

GauB-Kurve 0.0569 ~0

Tabelle: Werte von p aus der Kompressionsrate ;gé(‘f(‘f‘é%
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Simulationen - reelles Signal (1) (2)

Kompressionsraten

Spektrogramm Amselgesang: fiir Gabor-Frames

=104

Simulationen

Frequency (Hz)
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Simulationen - reelles Signal (1)

Error (log scaled)

Errors for real signal

-8.0

-8.5

—~3.0

9.5

—10.0 4

—10.5 4

-11.0 §

Gaussian
Spline order 1
spline order 2
spline order 3
spline order 4

9.4 9.6 9.8 10.0 10.2 104 10.6 10.8
Number of coefficients (log scaled)
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Simulationen - reelles Signal (1)

Kompressionsraten
Errors for real signal fur Gabor-Frames

Error (log scaled)
|
&
in

—— Gaussian
—— spline order 1

Simulationen

1059 spiine order 2
—— Spline order 3
_11.0 — spline order 4

9.2 9.4 9.6 98 100 102 104 106 108
Number of coefficients (log scaled)

Fenster p (Simulation)
Spline Ordnung 1 0.8844
Spline Ordnung 2 0.8322
Spline Ordnung 3 0.8317
Spline Ordnung 4 0.8207

GauB-Kurve 0.8342 ¢ Cee Seee
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Koénnen wir das so direkt ubernehmen?

Aufnahme aus dem Wald (Ziige,

Zugpfeife, Vogel):

Kompressionsraten
fiir Gabor-Frames

Ausblick
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Bevor jemand fragt...

Eine hdchst wissenschaftliche Visualisierung des
Vogelgesangs in der Waldaufnahme:

e

®
i np
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